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激光⼲涉引⼒波天⽂台LIGO-GW150914（10分）
在2015年，激光⼲涉引⼒波天⽂台(LIGO)第⼀次侦测到⼀个经过地球的引⼒波(GW)事件。该事件(GW150914)
是由两个⿊洞在⼀个近圆轨道互相环绕运⾏产⽣的引⼒波。本题将从检测到的信号特性估算该系统的⼀些物理
参数。

A部分：⽜顿 (守恒性)轨道（3.0分）
A.1 双星系统中，两星质量分别为𝑀1, 𝑀2，与质⼼距离分别为 ⃗𝑟1, ⃗𝑟2，即

�

𝑀1 ⃗𝑟1 + 𝑀2 ⃗𝑟2 = 0 . (1)
假若这个双星系统是⼀个孤⽴系统，以⾮相对论效应低速运⾏。利⽤⽜顿定律，𝑀1
星的加速度⽮量可表⽰为

d2 ⃗𝑟1
d𝑡2 = −𝛼 ⃗𝑟1

𝑟𝑛
1

, (2)
�
其中 𝑟1 = | ⃗𝑟1|, 𝑟2 = | ⃗𝑟2|, 求出⽅程式中的整数 𝑛 ∈ ℕ的值（N表⽰整数），并求出表达
式 𝛼 = 𝛼(𝐺, 𝑀1, 𝑀2)，其中𝐺是⽜顿引⼒常数 [𝐺 ≃ 6.67 × 10−11Nm2 kg−2]
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A.2 这个双星系统以圆轨道互相环绕运⾏，其总能量可表达为：

𝐸 = 𝐴(𝜇, Ω, 𝐿) − 𝐺𝑀𝜇
𝐿 , (3)

其中

𝜇 ≡ 𝑀1𝑀2
𝑀1 + 𝑀2

, 𝑀 ≡ 𝑀1 + 𝑀2 , (4)

其中μ是系统的约化质量，M是系统的总质量，Ω是双星的⻆速度，𝐿是双星之间的
距离 𝐿 = 𝑟1 + 𝑟2。推导出表达式𝐴(𝜇, Ω, 𝐿)，⽤μ，Ω及 𝐿表⽰。
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A.3 ⽅程式3可以简化成 𝐸 = 𝛽𝐺 𝑀𝜇
𝐿 ，求出式中 𝛽的数值。 1.0pt

B部份：引⼊相对论耗散（7.0分）
关于引⼒的正确理论是1915年爱因斯坦提出的⼴义相对论。该理论预测到引⼒交互作⽤是以光速来传播的，携
带交互作⽤信息的信使称为引⼒波GW。每当星体加速时，便会发出引⼒波⽽导致整个系统的能量减少。
假设孤⽴系统内有两个可作为质点处理的星球，爱因斯坦证明了这个系统内质点的速度若⾜够慢时，系统所发
出来的引⼒波具有如下特征：
1）引⼒波的频率等于这对星球旋转时的轨道⻆频率的2倍；
2）引⼒波可以通过发光来描述，发射功率为𝒫，其可以利⽤爱因斯坦的四极矩⽅程式表⽰：

𝒫 = 𝐺
5𝑐5

3
∑
𝑖=1

3
∑
𝑗=1

(d
3𝑄𝑖𝑗
d𝑡3 ) (d

3𝑄𝑖𝑗
d𝑡3 ) . (5)
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其中光速 𝑐 ≃ 3 × 108m/s. 对于旋转轨道在 𝑥 − 𝑦平⾯上的两质点系统，𝑄𝑖𝑗(𝑖, 𝑗代表第 i⾏第 j列)可写成：

𝑄11 =
2

∑
𝐴=1

𝑀𝐴
3 (2𝑥2

𝐴 − 𝑦2
𝐴) , 𝑄22 =

2
∑
𝐴=1

𝑀𝐴
3 (2𝑦2

𝐴 − 𝑥2
𝐴) , 𝑄33 = −

2
∑
𝐴=1

𝑀𝐴
3 (𝑥2

𝐴 + 𝑦2
𝐴) , (6)

𝑄12 = 𝑄21 =
2

∑
𝐴=1

𝑀𝐴 𝑥𝐴 𝑦𝐴 , (7)

对于所有的其他情况，则有𝑄𝑖𝑗 = 0 . 这⾥，(𝑥𝐴, 𝑦𝐴)是质⼼系中的质量A的位置。

B.1 对于A.2中描述的圆轨道，𝑄𝑖𝑗的分量可由下述的关于时间 𝑡的函数表⽰：

𝑄𝑖𝑖 = 𝜇𝐿2

2 (𝑎𝑖 + 𝑏𝑖 cos 𝑘𝑡) , 𝑄𝑖𝑗
𝑖≠𝑗= 𝜇𝐿2

2 𝑐𝑖𝑗 sin 𝑘𝑡 . (8)

求出定 𝑘的表达式，以 Ω表⽰。并求出常数 𝑎𝑖，𝑏𝑖，𝑐𝑖𝑗的数值。
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B.2 系统所发出的引⼒波功率𝒫，可⽤以下表达式表⽰：

𝒫 = 𝜉 𝐺
𝑐5 𝜇2𝐿4Ω6 . (9)

求出⽅程式中 𝜉的数值。(若本⼩问中未能求得 𝜉的数值，在后⾯的解题过程中，请取
𝜉 = 6.4)。

1.0pt

B.3 在不考虑系统发出引⼒波GW的情况下，这对星体的环绕轨道是⼀个固定的圆轨道。
但当考虑系统发出引⼒波时，双星系统便会由于发出引⼒波⽽失去能量，并使其圆
轨道慢慢变⼩。这时，轨道⻆速度的变化率 dΩ

d𝑡 满⾜下式：

(dΩ
d𝑡 )

3
= (3𝜉)3 Ω11

𝑐15 (𝐺𝑀c)5 , (10)

其中𝑀c称为啁啾质量。推导出啁啾质量𝑀c的表达式，⽤𝑀 及 𝜇表⽰。这个啁啾
质量决定了该系统在圆轨道慢慢变⼩过程中频率的增加。[「啁啾」⼀词来⾃于⼩⻦
所发出的⾼⾳（频率上升）]
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B.4 使⽤以上数据，试求出轨道⻆速度Ω与引⼒波的周期性频率 𝑓GW的关系。要知道，对
于任何光滑函数 𝐹(𝑡)在 𝑎 ≠ 1的情况下：

d𝐹(𝑡)
d𝑡 = 𝜒𝐹(𝑡)𝑎 ⇒ 𝐹(𝑡)1−𝑎 = 𝜒(1 − 𝑎)(𝑡 − 𝑡0) , (11)

其中 𝜒是常数，𝑡0是积分常数，利⽤上述关系证明⽅程式 (10) 所对应的引⼒波频率
为：

𝑓−8/3
GW = 8𝜋8/3𝜉 (𝐺𝑀𝑐

𝑐3 )
(2/3)+𝑝

(𝑡0 − 𝑡)2−𝑝 (12)

并求出常数 𝑝的数值。

2.0pt

在 2015年 9⽉ 14⽇，由两条⻓4公⾥ L型臂构成的LIGO探测器记录了GW150914事件。事件中两臂相对⻓
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度的变化，如图 1所⽰。探测器的两臂与经过的引⼒波发⽣线性响应，利⽤该线性响应对引⼒波进⾏了仿真模
拟。该引⼒波由 2个以近圆轨道互相环绕运动的⿊洞产⽣；因引⼒波辐射⽽导致能量流失直⾄轨道渐渐收窄并
最后相撞。图1中，D点后的最⾼值代表碰撞的⼀刻。

图1，LIGO探测器H1所侦测到的两臂⻓度的相对改变量。其中⽔平轴代表时间，点A，B，C，D分
别代表时间 𝑡 = 0.000, 0.009, 0.034, 0.040秒。

B.5 利⽤图1分别估算在时刻
�

𝑡AB = 𝑡B + 𝑡A
2 and 𝑡CD = 𝑡D + 𝑡C

2 . (13)

的 𝑓GW(𝑡)的值。
假设在相撞前⽅程式 (12) 也是有效的（虽然严格来讲不是这样的），且 2 个星体
拥有相同的质量。估算出该系统的啁啾质量 𝑀𝑐 以及总质量的数值，以太阳质量
𝑀⊙ ≃ 2 × 1030 kg表⽰。
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B.6 试估算 𝑡CD时，2个星体之间的最⼩轨道距离值。并利⽤此距离来估算每个星体的最
⼤半径值 𝑅max。再以此半径计算太阳半径与该星体的最⼤半径之⽐ 𝑅⊙/𝑅max(太阳
半径𝑅⊙ ≃ 7 × 105 km)。估计同⼀时刻每个星体在最⼩轨道距离时的轨道线速度 𝑣col，
并计算该速度与光速之⽐值，𝑣col/𝑐

1.0pt

从以上计算可得出结论：这两个星体均是致密⽽且是⾮常⾼速地运动着的。


