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     第 37 届全国中学生物理竞赛决赛试题参考答案 

 

一、（1）中子以初速度与静止的靶核发生碰撞，碰撞前瞬间初速度方向与两球球心连线之间

的夹角为 。在两球心连线和中子初速度方向所决定的平面上，令 x轴沿两球心连线，中子

初速度垂直于连线的方向为 y 轴。设碰撞后中子的速率为 v，沿着 x轴方向的速度分量为 xv ，

y 轴方向的速度分量为
yv ，碰撞后靶核速率为 1v ，碰撞前后沿 x轴和 y 轴方向的动量分别守

恒 
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式中 
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［ 

解法（二） 

由碰撞前后动量守恒，碰前中子的动量
0mv 、碰后中子的动量

mv和碰后原子核的动量
1 1m v 构成一闭合的矢量三角形，如解

题图 1a 所示。据余弦定理有                         
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式中， 是碰前中子的动量与碰后原子核的动量之间的夹角。 

］  

能量守恒给出 

2 2 2

0 1 1

1 1 1

2 2 2
m m= +v v m v                          ② 

由①②式得 
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将③式代入②式得 
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解题图 1a 
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    由③式知，当 0 = 时 1v 达到最大， 
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所以氢核的最大速率是 
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氮核的最大速率是 
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由以上两式得 
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（2）速度为
iV 的氮 14 核继续与速度为

0v 的第 i 个中子碰撞，在每次碰撞后获得最大速率

增量条件下，氮 14 核的速度变为
1i+V ，中子的末速度为 0

v ，由动量守恒和能量守恒有 
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由⑦式得 
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式中 
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按⑧式逐次迭代得 
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这里，应用了题给条件 

                                  
0 0V =   
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所求的次数 n 满足 

                    2 2

N H 0

1 1
1.16

2 2
nm m= V v   

即是 

2 2 2
H 0 H 0

1 1
14 (1 ) 1.16 ,

2 2

nm a m− = v v                       ⑪ 

由⑨⑪式得，满足方程的最接近的值是 

                            2.n =                                ⑫ 

（3）根据麦克斯韦速率分布 
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速率取极大值的条件是 
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可知最概然速率为 
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⑬ 

最概然速率对应的动能为 

2
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1
.

2
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⑭ 

设总粒子数为 N，由动能分布函数定义可知为  
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由速率分布函数的定义可知 
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动能取极大值的条件为 k

k

d ( )
0

d

f E

E
= ，由此可知最概然动能为 

kp B p

1 1
.

2 2
E k T E= =                              ⑰ 

 

二、（1）如解题图 2a 所示，取球心为原点，

过球心和球外点电荷所在处的直线为 X 轴

（下同），导体球外点电荷 Q 位于 x r=

（
0r R ），导体球外电荷及其像电荷位于 X

轴上（下同）。由接地导体球的球面电像公

式知，点电荷Q 的镜像电荷
1Q的大小和位置

分别为 

      

2

0 0
1 ,  

R R
Q Q x

r r
 = − =

        
① 

由于不接地的导体球上电荷守恒以及导体球的外表面等势，在球心处还存在另一像电荷
2Q，

其大小和位置为 

                            0
2 1 2,  0

R
Q Q Q x

r
  = − = =

                           
② 

导体球内、外的像电荷（包括像电偶极距）大小及其位置的坐标分别用打撇、不打撇加以区

分（下同，特别声明的除外）。 

（2）设在 X 轴上有等量异号点电荷
1Q Q= （ 0Q  ）和

2Q Q= − ，与金属球（导体球）球

心 O 的距离均为 r（ 0r R ），如解题图 2b 所示。由球面电像公式可知，
1Q 和

2Q 的镜像电

荷
1Q和 2Q的大小和在的位置分别为 

                          

2

0 0 0
1 1 1

2

0 0 0
2 2 2

,  ;

,    .  

R R R
Q Q Q x b

r r r

R R R
Q Q Q x b

r r r


 = − = − = −  −


  = − = = 


                   

像电荷
1Q和 2Q之和等于零，已保持

导体球为电中性。当 r→ 时，

0b → ；一对像电荷
1Q和 2Q可视为

一位于球心 O 的点电偶极子，其偶极

矩 p的大小为 

3

0
2 2 1 1 2
( ) 2 2

R
p Q x x Q b Q

r
    = − = =   ② 

 

匀强外电场
0E 可视为等量异号点电荷 Q 在其连线中点处产生的电场，有 

解题图 2a 

解题图 2b 
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0 2

0
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2

4π

Q
E

r
=                               ③ 

由此可得 

                           3

0 0 04πp E R =                               ④ 

（3）由题设，球外点电荷
1q q= − （ 0q  ）和

2q q= 分别位于
1

2

l
x r


= − 和

2
2

l
x r


= + ，如

解题图 2c 所示。由①式知，
1q 和

2q 的像电荷
1q和 2q的大小和位置分别为 

                              
2

0 0
1 10,  
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qR R
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 
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                        ⑤ 
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 
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                      ⑥ 

由于导体球上电荷守恒和导体球的外表面等势，在球心处还存在另一像电荷Q，其大小和

位置分别为
3 2

(2) (2)0 0 0
2 1 2 2 2 1 1 1 13 2

1 1 1

, , ; 0, 0
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p p b r r b Q q q p
r r r

= = = − = −  =   

                                  

       0 0 0 0
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2
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Q q q q l x
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−  
   = − + = − + = − = −   =    − +  −     

         ⑦ 

这里，已利用条件 l r  （下同）。 

    
1q和 2q组成的像电荷体系可视为 

位于 

    
2

0
0

R
x b

r
 =                                            

点 的 像 点 电 荷 ， 电 荷 量 为                        

0 0
1 2

0
32

2 2

   0

qR qR
Q q q

l l
r r

R
q l q

r

−
  − = + = +

 
− +

=  = − 

                                     

和一个像点电偶极子，电偶极距大小为  

                      

1 1 0 2 2 0

3 3

0 0

2 3

( ) ( )

1 1
  1 1

1 1 1
2 2 2

p q x x q x x

R Rq
q l

l l lr r

r r r

      = − + −

    
= − − − =       

− − +    
    

             

方向沿 X 轴正向，即与球外电偶极距的方向相同。 

此外，一对点电荷 0Q  、 0Q−  体系具有不为零的点电偶极距（以及高阶距），电

偶极距的大小为 

解题图 2c 
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2 3

0 0 0
0 2 3

( )( 0)
R R R

p Q x q l q l
r r r

  = − − =  =    

方向沿 X 轴正向，即与球外电偶极距的方向相同。 

合起来，球外偶极子的镜像电偶极距的大小为 

                      
3

0

3
2

R
p p p q l

r
  = + = 总

                           ⑧ 

方向沿 X 轴正向，即与球外电偶极距的方向相同。 

[解法（二） 

设球外的电偶极子是点电荷

1 ( 0)= − q q q 位 于 1
2

l
x r


= − 和

2q q= 位于 2
2

l
x r


= + ，那么 1q 有两个

像电荷，分别是 

2

0 0
1 1

0
1 1

( 0),  ;

2 2

( 0),  0.

2

qR R
q x

l l
r r

qR
q x

l
r

 =  =
 

− −

 = −  =


−   

⑤ 

同理，
2q 也有两个像电荷，分别是 

2

0 0
2 2

0
2 2

( 0),  ;

2 2

( 0),  0.

2

qR R
q x

l l
r r

qR
q x

l
r

 = −  =
 

+ +

 =  =


+  

⑥ 

球外的电偶极子及其像电荷如解题图 2d 所示。 

    四个像电荷 1 1 2 2, , ,   q q q q 构成的电荷系统的总电偶极矩为 

       1 1 1 1 2 2 2 2p q x q x q x q x        = + + +总                                     ⑦ 

即 

       
3 3 3

0 0 0

2 2 3
2

[ ( / 2)] [ ( / 2)]

qR qR R
p q l

r l r l r
 = − = 

−  + 
总                       ⑧ 

其方向与球外电偶极距的方向相同。 

] 

（4）此后，对于导体球内的像电荷（包括像电偶极距）大小及其位置的坐标取消打撇的标

志。如图所示，当空间电场方向有两个相同导体球时，在恒外电场作用下，在两球心位置处

产生一对点电偶极子 

解题图 2d 
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3

1 0 0 04πp E R=                                  ⑨ 

这一对像偶极子又会产生次级电偶极子 2p 以及位于电偶极子 2p 处和球心的一对等量正反

点电荷，接着产生
3 4,  ,  p p 与隔开的等量正反点电荷的镜像电荷（孤立点电荷），如此无

穷地镜像映射下去（见解题图 2e，其中孤立的镜像点电荷未画出）。由第（3）问分析知，

各对点电偶极子的偶极矩和该偶极子所在位置到两球心的距离、以及孤立点电荷的大小依次

为 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

                
3

1 0 0 0 1 1 14π ,  0,  p E R b r r b r= = = − =
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3 2

(2) (2)0 0 0
2 1 2 2 2 1 1 1 13 2

1 1 1

, , ; 0, 0
R R R

p p b r r b Q q q p
r r r

= = = − = −  = 

                 

⑪ 

          

3 2

0 0
3 2 3 3 33

2 2

(2) (3) (2) (3) (2)0 0 2
2 2 2 2 1 2 1

2 2 2

, , ;

( ), 0, ( ) 0

R R
p p b r r b

r r

R R p
Q q q q Q q q

r r r

= = = −

= − + =  = + 

                  ⑫ 

         

3 2

0 0
4 3 4 4 43

3 3

(2) (3) (4) (2) (3) (2) (4) (3)0 0 0 3
3 3 3 3 3 2 3 2 3 2

2 3 3 3

, , ;

( ), , , ( ) 0

R R
p p b r r b

r r

R R R p
Q q q q q Q q q q q

r r r r

= = = −

= − + + = = = + 

  

                                     

3 2

0 0
13

1 1

( ) (2) (3) (2) ( 1) ( 2) ( ) ( 1)0 0 0 0 1
1 1 1 2 1 2 1 2 1 2

2 2 3 2 1 1

, , ; 

, 0, 0, , 0, ( ) 0

n n n n n

n n

n
i n n n nn

n n n n n n n n n n

i n n n

R R
p p b r r b

r r

R R R R p
Q q q Q q q q q q q

r r r r r

−

− −

− − −−
− − − − − − − − − −

= − − −

= = = −

= − =  =  =  = + 

   ⑬ 

                                   

这里， ( )i

nq 是第 n次镜像映射后左球内位置
ib （即到球心的距离）上的镜像点电荷量，

iQ 是

解题图 2e 



8 
 

位于球心的补赏电荷（以保证导体球电中性以及球的外表面等势）。 

    位于
0b 、电偶极距为 p 的电偶极子的电势为 

                         

0

3

0 0

( )
( )

4π




 −
=

−

p r b
r

r b
                               

取两球连线的中点为坐标原点，x 轴水平向右，坐标原点为电势零点，则在球外空间任一点

( , )P x y 处的电势为 

0 3 3
1 12 2 2 22 2

0 0

( )

1 1

1 1
2 2 22 2 2 22 2

0 0

( )

1

0

( ) ( )
2 2( , )

4π [( ) ] 4π [( ) ]
2 2

               

4π [( ) ] 4π [( ) ]
2 2

               

4π [(

n n n n

n n

n n

in
n n

n i n

i

i

n

r r
x b p x b p

x y E x
r r

x b y x b y

q Q

r r
x b y x y

q

x



 

 



 

= =

 
− −

= = =

−

+ − − +
= − + +

+ − + − + +

+ +

+ − + + +

+

−

 

 

1

1 1
2 2 22 2 2 22 2

0) ] 4π [( ) ]
2 2

n
n

n i n

i

Q

r r
b y x y

 
−

= = =

+

+ + − +

 

      ⑭ 

当 0y = 时，两球心连线上（球外）的电势分布为

     

       

0 3 3
1 1

0 0

( )

1 1

2 2 2
0 0

( )

1 1

2 2
0 0

( ) ( )
2 2( , 0)

4π 4π
2 2

                    

4π 4π
2 2

                   

4π 4π
2 2

n n n n

n n

n n

in
n n

n i n
i

in
n n

n i n
i

r r
x b p x b p

x y E x
r r

x b x b

q Q

r r
x b x

q Q

r r
x b x



 

 

 

 

= =

 
− −

= = =


− −

= =

+ − − +
= = − + +

+ − − +

+ +

+ − −

+ +

+ − −

 

 


2



=



                  ⑮ 

两球心连线上（球外）的场强分布为 

   

0 3 3
1 1

0 0

( )

1 1

2 2
2 2 2

0 0

( )

1 1

2 2
2 2 2

0 0

d
( , 0) ( , 0)

d
2π 2π

2 2

                    

4π 4π
2 2

                    

4π 4π
2 2

n n

n n

n n

in
n n

n i n

i

in
n n

n i n

i

p p
E x y x y E

x r r
x b x b

q Q

r r
x b x

q Q

r r
x b x



 

 

 

 

= =

 
− −

= = =


− −

= = =

= = − = = + +

+ − − +

+ +

+ − −

+ +

+ − −

 

 






         ⑯ 

式中，像电荷构成的电偶极子的方向与导体球外的外加匀强电场的方向相同。 

（5）设
02r R→ 并保持两球相互绝缘。由⑩⑪⑫式可知  

                

3

2 1 2 0 2 0

1 1 3
,    ,    

2 2 2
p p b R r R

 
= = = 
 

                       ⑰ 
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3 3 3

3 1 1 3 0 3 0

2 1 1 2 4
,     ,    

3 2 3 3 3
p p p b R r R

     
= = = =    

    
          ⑱ 

                                          

                

3

1 0 0

1 1 1
,    ,    n n n

n n
p p b R r R

n n n

− + 
= = = 
 

；                ⑲ 

                                          

由⑯式有 

     

( )

1
0 3 2 2

1 2 2 2

0 0 0

( )

( ) 1

1 2
0 3 2 2

1 2 2 2

0 0 0

0

( 0, 0)

π 2π 2π
2 2 2

                      

π 2π 2π
2 2 2

                       >

π

in
n n n

n n i n

n i

n
i

i nn
n n i

n n i n

n i

n

p q Q
E x y E

r r r
b b

q
p q

E
r r r

b b

p
E

  

  



  
−

= = = =

−  
− =

= = = =

= = = + + +

− −

−

= + + +

− −

+

  


  

3
1

0

0 0 0 03
1 13

2

4
                     4 1

1
1

n

n

n n

r
b

E E E E
n

n
n



=

 

= =

−

= + = + →
−

−



 

    

⑳ 

这里，用到了不等式 

                            ( )

1 1

2

0
n

i

n n

i

Q q− −

=

−    

这可通过直接计算证明如下： 

       

( ) (2) ( 1) ( )0 0 0 0
1 1 2 2 2 2

2 2 3 2 1

(2) ( 1) ( 1)0 0 0 0 1
2 2 2 2

2 3 2 1 1

(2) ( 2)0 0 0 0
2 2 2

2 3 2

        [ ( )]

        [

n
i n n

n n n n n n

i n n

n nn
n n n n

n n n

n

n n n

n n

R R R R
Q q Q q q q

r r r r

R R R R p
Q q q q

r r r r r

R R R R
Q q q

r r r r

−

− − − − − −

= − −

− −−
− − − −

− − −

−

− − −

−

−  = + + + +

= + + + + +

= + + + +



( 2)0 2
1 32

1 1 2

(2) ( 2) ( 1)0 0 0 0 0
2 2 2 2 12

2 3 2 1 1

1
( )0 0 0

2 2 1 12 2
21 1 1

( )]

        

         > [ ] 0

nn
n n

n n

n n

n n n n n

n n n

n
i

n n n n

in n n

R p
p q

r r

R R R R R
Q q q q p

r r r r r

R R R
Q q p p

r r r

−−
− −

− − −

− −

− − − − −

− − −

−

− − − −

=− − −

+ +

= + + + + +

+ + = 

 

 

三、（1）二能级系统处于能量为 1E 的概率满足玻尔兹曼分布 BE k T
p e

−
 ，有 

1

B

1 0

E

k Tp p e
−

=                                    ① 

原子处于不同能级的总概率为 1，即 



10 
 

1 0 1p p+ =                                     ② 

由①②式得 

1

B

0

1
=

1+

E

k T

p

e
−

                                   ③ 

1

B

1

B

1=

1

E

k T

E

k T

e
p

e

−

−

+

                                   ④ 

（2）量子奥托循环示意图如解题图 3a 所示。下面计算量子

奥托热机循环过程中的各个物理量的增量。 

A→B（量子等容）过程： 

不做功，即 A BE E= ，吸热全部用来增加内能，因此吸收热

量为 

( )1 1 B B AE Q E p p   = = −                ⑤ 

B→C（量子绝热）过程： 

不吸收或者放出热，故 B Cp p= ，内能增量为 

( )2 C B BE E E p   = −                    ⑥ 

对外做功为 

( ) ( )2 2 C B B B C BW E E E p E E p= −   = − − = −                         ⑦ 

C→D（量子等容）过程： 

不做功，即 C DE E= ，放出的热来自内能减少，内能的增量为 

( )3 D A BE E p p   = −                                ⑧ 

放出热量为 

                       ( )2 3 C B AQ E E p p= −   = −                               ⑨ 

D→A（量子绝热）过程： 

不吸收或者放出热，内能增量为 

( )4 A D AE E E p   = −                              ⑩ 

对外做功为 

( ) ( )4 4 A D A D A AW E E E p E E p= −   = − − = −                    ⑪ 

（3）对量子奥托热机，设循环过程中吸热为 1Q 和放热为 2Q ，效率为 

解题图 3a 
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1 2 2

1 1

1
Q Q Q

Q Q


−
= = −

奥                                  ⑫ 

将⑤和⑨式代入⑫式得 

C2

1 B

1 1
EQ

Q E
 = − = −

奥                                   ⑬ 

由于 B→C 过程中， B Cp p= ，有 

CB

B CB B

B C

B B B C1 1

EE

k Tk T

E E

k T k T

e e

e e

−−

− −
=

+ +

                                ⑭ 

化简后，再根据 B hT T= 有 

CB

Ch

EE

T T
=                                   ⑮ 

由⑬⑮式得 

C1 1l

h h

E T

E T
 = − = −

奥                              ⑯ 

量子卡诺循环示意图如解题图 3b 所示。下面计算量子卡诺

热机循环过程中的各个物理量的增量。 

A→B 过程： 

1

B

1

B

1 1 1 1
1

B B B B
B

1 1

B B

1 1 1 1

1

B B

1 1 12 2

đ d d

1+

1 1
1+

    d d

1+ 1+

h

h

h h h h
h

h h

E

k T

E

k T

E E E E E
k T k T k T k T k T

h h B h

E E

k T k T

e
Q E p E

e

Ee e e e e
k T k T k T

E E E

e e

−

−

− − − − −

− −

 
 

= =  
 
 

   
− − −    −   

   = =
   
   
   
   

此过程中吸热为 

解题图 3b 
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1

B

1

B B B
B

1
A A A1 1

B
B B

1

B
B

A B 1 A B
A

B B B B B

1

B 1
1 1 12 2

BA B A B
1

1
d d d

1+1+ 1+

d1
  d

1+ 1+ 1+ 1+ 1+ 1+

h

h

h
h h

h

h h h h h

E

k T
E

E E E
k Th

EE E EE E
k T

k T k T

E

k T
E

h

E E E E EE
k T k T k T k T k T

E
e

k T E
Q E e E

ee e

k T eE E E E
E

e e e e e e

−

−

−
− −

− − − − −

−  
 = = = −
    
    

   
   

= − + = − +

  


B

1
A

B

B

B

A B A

B B B

A B
B

1+
  ln

1+ 1+ 1+

h

h

h h h

E

EE
k T

E

k T

hE E E

k T k T k T

E E e
k T

e e e
− −

= − +

          ⑰ 

内能增量为 

B A

B B

B A

B B

1 B A

1+ 1+

h h

h h

E E

k T k T

E E

k T k T

e e
E E E

e e

− −

− −

 = −                          ⑱ 

对外做功为 

B

B

A

B

1 1 A B B

1
ln

1

h

h

E

k T

h E

k T

e
W Q E E E k T

e

+
= −  = − +

+

                     ⑲ 

    B→C 过程： 

在这个过程中，概率分布始终不变， B C=p p ，过程中无传热，有 

                     

CB

B B

B C

B B1+ 1+

h l

h l

EE

k T k T

E E

k T k T

e e

e e

− −

− −

=  

化简后得 

C B
l

h

T
E E

T
=                                  ⑳ 

同理， D Ap p= ，故 D→A 过程中无吸热或放热发生，有 

                             

A D

B B

A D

B B1+ 1+

h l

h l

E E

k T k T

E E

k T k T

e e

e e

− −

− −

=  

化简后得 

D A
l

h

T
E E

T
=                                ㉑ 

吸热为  

2 0Q =                                ㉒ 

对外做功等于内能减少 
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CB

B B C

B C

B B

2 2 B C

1+ 1+

h

h h

EE

k T k T

E E

k T k T

e e
W E E E

e e

− −

− −

= − = −                   ㉓ 

C→D 过程： 

过程 C→D 与 A→B 类似，均为等温过程，放热的计算可以类比⑰式，并代入⑳和㉑式后得，

放热为 

C B

B B

D C D A B A

B B B B BB

A B

CD
3 B B

1+ 1+
ln ln

1+ 1+ 1+ 1+ 1+1+

l h

l l h h hl

E El l

k T k T

h h
l lE E E E E E

k T k T k T k T k Tk T

T T
E E

E T TE e e
Q k T k T

e e e e ee
− − −−

= − + = − +      ㉔ 

内能增量为                                                                

CD

B B

D C

B B

3 D C

1+ 1+

l l

l l

EE

k T k T

E E

k T k T

e e
E E E

e e

− −

− −

 = −                     ㉕ 

对外做功为  

B

B

A

B

3 3 3 C D B

1+
ln

1+

h

h

E

k T

l E

k T

e
W Q E E E k T

e

= −  = − +                     ㉖ 

D→A 过程： 

吸热为  

4 0Q =                              ㉗ 

对外做功等于内能减少  

D A

B B

D A

B B

4 4 D A

1+ 1+

l h

l h

E E

k T k T

E E

k T k T

e e
W E E E

e e

− −

− −

= − = −              ㉘ 

对量子卡诺热机，循环过程中吸热 1Q ，放热 3Q ，将⑰和㉔式代入效率计算公式得 

1 4 4

1 1

1 1 l

h

TQ Q Q

Q Q T


−
 = − = −

卡
                         ㉙ 

这与经典卡诺热机的效率一致。然而 Cl hT T T  ，故由⑯㉙式知 

 
奥 卡                                    ㉚ 

因此，量子奥托热机的效率低于量子卡诺热机的效率。 

 

四、（1）一束频率为 f 的光波被流体中运动粒子所散射。光波在流体中的传播速度大小为 c ，

粒子运动速度大小为 v（ cv ）。由于多普勒效应，粒子接收到的光的频率为 

1(1 cos )
n

f f
c

 = +
v

                                ① 

式中 1 为光波入射方向与散射粒子运动速度之间的夹角。同样由于多普勒效应，在散射方向
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上探测到来自粒子的散射光的频率为 

21 cos

f
f

n

c



 =

−
v

                                 ② 

其中 2 为散射光波传播方向与散射粒子速度之间的夹角。 

    散射光与入射光的频率之差为   

1 2(cos cos )
f n

f f f
c

  = − = +
v

                    ③ 

    已知粒子的速度为 1m/s=v ，光的频率量级为 1410 Hz， 

 1 2

2
(cos cos ) 0.7MHz 5 MHz

f n f n
f

c c
  = +   

v v
                       ④ 

因此，分辨率为 5MHz 的光谱仪不能对以此速度运行的粒子进行探测。 

（2）到达探测器的两散射光 1 和 2 的电场为 

1 0 1

2 0 2

cos[2π( ) ]

cos[2π( ) ]

E E f f t

E E f f t





= +  +

= +  +
                              ⑤ 

其中 f 、 f  分别为散射光 1 和 2 与原光频率的频率之差。两散射光的合成光强为 

2

1 2

2 2
2 0 0
0 1 2

2 2

0 1 2 0 1 2

( )

     cos[4π( ) 2 ] cos[4π( ') 2 ]
2 2

        cos[4π(2 ' ) ( )] cos[2π( ') ]

I t E E

E E
E f f t f f t

E f f f t E f f t

 

   

 +

= + +  + + +  +

+ +  +  + + +  −  + −

           ⑥ 

式中，第一项是常量；中间三项的变化频率为光频及其和频，探测器的频率响应跟不上其时

间变化，它们实际上表现为其时间平均值，也是常量；第五项的变化频率是光频的差频。 

因此，探测器输出的光电流为 

                          2

0 D 1 2( ) cos(2π )i t kE f t  =  + −                       ⑦ 

这里 

                                  Df f f  =  −  

是光束 1 和光束 2 的散射光频率差之差。光束 1 和

光束 2 及其被速度为 v的粒子散射的散射光如解题

图 4a 所示。由题意知，③式即为光束 1 的散射光频

率差，类似的，对于光束 2 获得的频率差为 

    1 2(cos cos )
f n

f
c

   = +
v

              ⑧ 

因此光束 1 和光束 2 的散射光频率差之差 

解题图 4a 
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D

1 1(cos cos )

2
sin cos

2

f f f

f n

c

f n

c

 




 =  − 

= −

=

v

v

             ⑨ 

式中 

       
1 1  = − ， 1 1

1
( π)

2
  = + −  

因为光电流信号仅仅与散射光频率差之差相关，与 2 没有关系，所以此方法对速度的测量

与散射光的方向无光。 

（3）如解题图 4b 所示，黑色粗线所

包围的菱形为两对称射入相干平行

光束相交区域，蓝色细线代表区域内

的光线，对于位于 z 轴上的各点来说

0 = ，因此在相交区域 z 轴上的

各点干涉相长（比如 O 点与 O’点），

将呈现干涉相长明条纹。过 O 点做

垂线 OA 垂直于 AP，OB 垂直于 BP，因此两相干光到 P 点相对于 O 点的相位差为 

2π 4π
(AP+BP) sin

2
d




 
 = =                   ⑩ 

其中d 为 P 点到 X 轴的距离。类似的，对 O’点做垂线 O’A’垂直于 A’P’，O’B’垂直于 B’P’，

因此两相干光到 P’点的相位差为 

2π 4π
(A P +B P ) sin

2
d




 
     = =                    ⑪ 

因此，对于相交区域内 P’P 上的各点干涉情况一致，由图中几何关系可知，P’P 平行 O’O,

如果各点满足π的偶数倍，则干涉相长， 

4
sin 2 , ( 0,1,2, )

2
d j j

 



= =                    ⑫ 

所以，第零级明条纹在相交区域内 X 轴上，其余明条纹将平行于 X 轴，呈等间距分布。 

形成亮条纹两个相邻明条纹之间相位差2π，有 

2 sin / 2d  =（ ）                              ⑬ 

因此，干涉条纹间距为 

2sin( / 2)
d




=                           ⑭ 

由于光强明暗相间的结果，每当粒子运动到明场时将散射出一个光脉冲，所以光脉冲的频率

与粒子速度的竖直方向分量有关。 粒子穿越相邻两条亮纹的时间为 

解题图 4b 
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cos

d



=

v
                    ⑮ 

于是光脉冲频率为 

                              D

2
sin cos

2

f n
f

c


=

v
                  ⑯ 

[解法（二） 

两束入射光的方向分别为 

                         
1

2

cos sin
2 2

cos sin
2 2

 

 

= +

= −

e i j

e i j

                         ⑩ 

在位矢 r 处，两束光的相位差为 

  1 2

2π
( )


 =  − r e r e                            ⑪ 

所有相位差都为  的场点满足的方程为 

                        
2π

2 sin
2

y





 =                                 ⑫ 

可见干涉条纹为一系列与 X 轴平行的直线。条纹间距 d 满足 

                         
2π

2 sin 2π
2

d



 =                         ⑬ 

于是 

2sin( / 2)
d




=                      ⑭ 

粒子穿越相邻两条亮纹的时间为 

  
cos

d



=

v
                       ⑮ 

于是光脉冲频率为 

                              D

2
sin cos

2

f n
f

c


=

v
                  ⑯ 

] 

 

五、（1）星际介质处于等离子态，由于正离子质量远大于负离于（电子）的质量，因此在电

场的作用下电子运动，而离子可视为不动。星际介质的离子数密度很小，离子间的碰撞可忽

略。电子的运动是低速的，电磁波的磁场对电子的作用也可忽略。设电子的运动速度为v，

则电子受到的洛伦兹力为 
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                        ( )e= − + F E Bv                               ① 

由于 E 与电磁波传播方向垂直，B与传播方向平行， Bv 与传播方向垂直，故F 与传播方

向垂直，从而使电子在垂直于信号传播方向的平面中作圆周运动。由牛顿第二定律有 

                        
2

e
0

e

m
eE e B

R
 =

v
v                                 ② 

式中，

 

                              e2πfR=v
                                       

③ 

对应于电子两个不同的旋转方向。联立②③式，解得 

                       0
e

e

e

2π (2π )

eE
R

eB
m f f

m

=

                                

 ④ 

[解法（二） 

电子在洛伦兹力作用下的运动方程为 

                   
e ( ) [ (t) ( ) ]m t e t= − + x E x B                           ① 

式中 ( )tE 为该点电磁波的电场  

                            ( )

0( ) i t kz

x yt E iE E e  −  =E  

这里 2πf = ，而 ( )t 是在垂直于电磁波传播方向的平面（作为复平面）上电场的辐角。在

上述复平面上 

                            e( ) i tt R e =x                                       ② 

式中，可理解为该电子回转的角速度。由②式和 ( )tx 与 B正交可知 

( ) [ ( )] ( )( ) ( )t i t i t i B t =    =   = x B x B x B x             ③ 

由①②③式有 

                     2

e e 0 e[ ]m R e E R B − = − 
 

解得 

                      0
e

e

e

2π 2π( )f

eE
R

m f
eB

m

=                                    
④ 

] 

（2）星际介质中单位体积内的电子数为 en ，所以介质的极化强度为 

                             e eP Rn e= −
                                     

⑤ 

电位移矢量为 

                      
0 2

e

0 2

e

2

4π 2π

n e
D E P E

m f feB
 

 
= + = − 

 
             

⑥ 

从而得到介质的介电常数 
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2

0

e

2 2

e

4 2

n e

m f feB
 

 
= −

                         

⑦ 

折射率 n为 

                       
( )

2

p2

0

1
B

f

f f
n

f




= = −

                          

⑧ 

式中 

                            e
p

0 e2π

ne
f

m
= ，

e2π
B

eB
f

m
=   

分别是等离子体的特征频率、电子在磁场中的同步回旋频率。 

由波数、频率和折射率的关系 k n
c


= （ 2πf = ）和⑧式得，群速度为 

   

g 2

P

2

d 1

d dd
1

d d 2 ( )
B

B

n cc

k n f fk

f f
n

f




 

= = = =

+

v

                 

⑨ 

在介质中群速度为零的电磁波是不能在该介质中传播的， 

                                   g 0=v
                                   ⑩ 

即 

                                
2 2

p 0B ff f f− =   

舍去方程的负根，得到能通过星际介质的最低电磁波频率为 

              

2 2 2
p e

0 e

c 2

e e

)( 4 4

2 4π

B Bf f f ne B B
f

m m m

 − +
= = +  

 


+



                   ⑪ 

当 0B = 时， c p( 0)f B f= = ，这正是把 pf 称为等离子体特征频率的原因。 

（3）频率为 f 的电磁波信号通过该介质达到地球的时间比其在真空中传播的时间延迟量为 

                       
0

d
d

g

l d
t

c
 = − v                                   

⑫ 

将⑨式代入⑫式，注意到 p , Bf f f f  ，有 

          

2

P
2 23

p p

22 2
0 0 0P P

2 3

2 2
p e

2 2 2

3

e0 e

(1 )d
d 12

d
2

1

2 1
     1 1

2

1

2 4π π

B
d d d

B

g B

B

f f
l

f f fl d d df
t l

c c c f f cf f f
c

f f

f

f

e n dd f eB

c f f f c m m


 

 = −  −  − 
 

−

   
= =    

   

+ 



  v
        ⑬ 

（4）由波数与折射率关系 k n
c


= 和⑧式（在 p , Bf f f f  的近似下）， 
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2 2

p p B

2 3

2π 2π
( ) 1

f f ff f
k f n

c c f f
= = −

                      
⑭ 

从脉冲星发出的频率为 f 的电磁波在通过星际介质区间 后形成的两种不同的电磁波信号

的相位差为 

   

0

2 2 2 2 2

p p p

3

B p p B

2 2 3 2 3

2 2 2

p p B p B

2

e

2 2

0

2

e

3 2

( ) ( )d

2 2 2π
    2π 1 1 1 1

2

4 2π 6π
    2π

2 4π

3

d

B B

B

t t k k l

f f f f f f fd f f fd
f

c f f f c f f f f

f f f f f dd f efd d
f

c f f c f c f m

n

cf

B

   



+ − + − + −  − = − − + −

     
 = − − + − + − − −      

      

= +

+

=

−

=



  ⑮ 

（5）由⑮式可知，电子密度出现涨落会引起折射率的变化。由⑧式得 

( )

2

p e

e2 B

f n

f
n

n f f n


= −

                            
⑯ 

由⑯式和 k n
c


= 得，波数因电子密度涨落引起的变化为 

2

p e

e

π2π

( )B

f nf
k n

c nc f f n


 =  = −

  
                      

⑰ 

于是，频率为 f 的电磁波通过星际介质形成的两种不同的电磁波信号因电子密度涨落产生的

相位移动为 

                       

2

p e

e

π

( )B

f n
a k a

nc f f n



 = − =   

 

六、（1）入射高能质子的动量为 

            

2

p 2 2

p2
6.735 GeV/

E
P M c c

c
= − =                    ① 

所产生的反质子的动量近似为 

p 1.684 GeV/
4

P
P c= =                        ② 

 [解法（二） 

2

p p p4E M c E+ =                    ① 

2 2 2 4

p p pE P c M c= +       ② 

] 

反质子的运动速度为 
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2 2

p p

p
2 2 2 4

p p p

0.873
P c P c

c
E P c M c

= = =
+

v                ③ 

反质子从
1S 运动到

2S 的时间为 

p

p

45.8 ns
l

t = =
v

.                   ④ 

π介子的能量为 

2 2 2

π ,π π p p πkE E m c E M c m c= + = − + .               ⑤ 

π介子的运动速度为 

2 2 42
π ππ

π

π π

0.992
c E m cP c

c
E E

−
= = =v                ⑥ 

π介子从
1S 运动到

2S 的时间为 

                     
π

π

40 ns
l

t = =
v

.                          ⑦ 

（2）带电粒子在折射率为 n 的介质中以速度

v（ /c nv ）从位置 O 匀速运动到位置 P 的

过程（经历时间间隔为 t ）中，在其运动的路

径上的各点所激发的介质中的电磁场形成一

个圆锥形包络面，如解题图 6a 所示。切伦科

夫辐射方向沿圆锥包络面的法线方向，它与带

电粒子运动方向的夹角为 

          
/

cos
ct n c

t n
 = =

v  v
. 

所以 

arccos
c

n
 =

 v
.           ⑧ 

（3）球面镜的焦距为 

/ 2f R= .       ⑨ 

焦平面上光环的半径为 

    2tan ( ) 1
2

R n
r f

c
= = −

v
.    ⑩ 

（4）由动量守恒得 

1 1 2 2 3 3 0    + + =m m mv v v ,      ⑪ 

由能量守恒得 

解题图 6a 

  
 

/ct n   
tv   
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2 2 2

1 2 3( 1) ( 1) ( 1)m c m c m c Q    − + − + − = .   ⑫ 

式中 

2

2

1

1

i

i

c

 =

−
v

.                            ⑬ 

[解法（二） 

由动量守恒有 

                       
1 2 3 0+ + =p p p                             ⑪ 

由能量守恒有 

                      ,1 ,2 ,3k k kE E E Q+ + =                             ⑫ 

以及 

                           2 2 2 4 2

, π πk i iE p c m c m c= + −                          ⑬ 

] 

可得 

                           2 2i i i

Q
p d d K

c
= + ， 

其中 2

π /K m c Q= , ( 1)i id K = − , 于是 3 个 π介子的动量大小 1p 、 2p 、 3p 满足 i j kp p p+  ，

{ , , } {1,2,3}i j k = 。 

    
1d 、

2d 、
3d 可能的分布范围为： 

2 2 2

1 1 2 2 3 3

2 2 2

2 2 1 1 3 3

2 2 2

3 3 1 1 2 2

2 2 2

2 2 2

2 2 2

d d K d d K d d K

d d K d d K d d K

d d K d d K d d K

+  + + +

+  + + +

+  + + +

    ⑭ 

在题给坐标系中有 

1d y= , 
2 ( 3 1) / 2d x y= − + − , 

3 ( 3 1) / 2d x y= − +   ⑮ 

将⑮式代入⑭式得 

3 2 2 2 2 22(3 1) 6(3 1) (12 1) 3(2 1) 2(4 1) 0K y K x y K y K x K Ky+ − + + − + + − +  . ⑯ 

若 0m = ，则 0K = ，于是 

( 1/ 2)( 3 )( 3 ) 0y y x y x− − +       ⑰ 

表示三条边的中点连接成的三角形区域。 

 

七、（1）假设整个欹器是实心时，它分为长圆柱部分（I）和半球部分（II）。在坐标系 XOZ

中，圆柱部分（I）质心的位置为 
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CI CI
0,  

2

l
x z R= = =    

半球部分（II）质心的位置为  

            2

2

0
2 2

1 2

CII CII 20
2 2

1 2

π( ) 3 3 3
0,  0.6495

8 8π( )

R

R

R z zdz
x z R R R

R z dz





−

−

−
= = = − = − = −

−




         ① 

设整个实心体的质心坐标为
C C

( 0, )x z=
实 实  ，则 

          CI CI

2 3 2 3 2 3 2
2 2 2 2 2I 2C

2 2 2 3
( π π ) π π π π

3 3 2 3 8
z

l R
R l R z R R RzR l l     + = + = −

实   

于是

  

            

C C

2 2

2

2

3(2 ) 5(3 3)
0.0,  3962

4(3 2 ) 16

l R
R R

l
x z

R

− −
=

+
= = =

实 实

            

② 

相应地，整个欹器空心部分的质心坐标为 

           

2 2

C

1

1

C

3(2 ) 21
0.65630.3 ,  

4(3 2 ) 32

l R
R R

l
x t

R
R z

−
= == = =

+
空 空                ③  

    设m
实和m空 分别是整个欹器是实心时欹器的质量和整个欹器空心部分用欹器材质刚好

填实时的质量，有 

    

2 22 1
1 2 1 1

2 2
= π ( ),  π ( )

3 3

R R
m R l m R l + = +空实  

整个瓶子的质心坐标为 

2
CC 1 1

C 2 2 3 3

2 1 2 1

( ) (3 2 ) 3(5 3 3)
= 0.1177

( ) 3 ( ) 2( ) 5

m x m x R t l R
x R R

m m l R R R R

+ − + −
= = − = −

+ − − + −

空 空实 实

空实

   ④ 

    
2 2

CC 2 1 2 1
C 2 2

2 1 2 2 1

2

1

( )(2 )( ) 3 3
z (3 3 5) =0.2942

( ) 4[3 ( ) 2( )] 2

m z m z R R R R
R R

m m l R R R R

l

R R

+ − + − −
= = = −

+ − + + + +

空 空实 实

空实

  ⑤ 

悬挂点Q 的位置为
1 2 3

( , )
10 11

R R− ，欹器内没装水悬挂时欹器倾斜的角度为 

  
C

0

C

arccot arccot
25(5 3 180

0.707439 40.
3)

121
5333

π

Q

Q

z z

x x


−
= =

−


 =

−
=           ⑥ 

（2）由球绕直径的转动惯量知，半球绕其底面圆直径的转动惯量为 

                         
5

11 1

1 4
π

2 15
I I R= =  

由平行轴定理知，半球绕穿过其质心且平行其底面的转轴的转动惯量为 
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3 2 5 5

1 11

2 3 83
π ( ) π 0.1729π

3 8 480
cI I R R R R  = − = =                ⑦ 

实心欹器绕过悬挂点的水平轴的转动惯量 

 

3 2 2

1 2 1 2 2

2 2 2

2 2 1 2

5 5

1 1

2 3
( )+ π [ ( ) ]

3 8

       ( , ) π [ ( ) ]
2

79588 7591 3
    π =15.3283 π

6050

c Q Q

Q Q

I I R R R x R z

l
I R R L l R l x z

R R





 

= = + − −

+ = = + + −

+
=

实

                               ⑧ 

（填实后的）空心部分绕过悬挂点的水平轴的的转动惯量 

   

3 2 2

1 1 1 1 1

2 2 2

2 1 1 1

5 5

1 1

2 3
( )+ π [( ) ( ) ]

3 8

       ( , ) π [( ) ( ) ]
2

(24953 3850 3)
    π =3.0223 π

6050

c Q Q

Q Q

I I R R R x t R z

l
I R R L l R l x t z

R R





 

= = + + − −

+ = = + + + −

−
=

空

                      ⑨ 

欹器绕过悬挂点的水平轴的转动惯量 

5 5

1 1

(54635+11441 3)
= π 12.306 π

6050
I I I R R = − =空实                    ⑩ 

质心C 到过悬挂点Q 的水平轴的距离为 

      
2 2

2 1 2 1

2 2

2 1

2

2 2 1 1

2 2

C C

2
2 21 1

2 2 3 3

2 1 2 1

(3

4[3 ( ) 2( )

)(2 )

]

( ) ( )

(3 2 )
  ( ) ( )

3

(3 3 5) 2
30848 17541 3 0.02722

2

( ) 2(

 
0

)

 
2

Q

Q

Q

Q

z

R R R R
z

l R R R R R R

l

R R

d x x z

R t l R
x

l R R R R

−

+ − −
−

+ + + +

= − +

+
= − −

− +

=

−

−

+

−=

 

欹器的质量为 

      
2 22 1

1 2

3

11

2 2
= π[ ( ) ( )

2
5+3 3)

3
π]

3 3

R R
m m m R l R Rl = − + − + =空欹 实

（  

欹器绕悬挂点连线摆动的角频率 

  
110 2(30848 17541 3)

0.122624
163905 34323 3

gd g gm

I R R


−
= = =

+

欹
              ⑪ 

（3）设欹器正立时里面装的水的质量为
Sm 。此时水、欹器以及整个体系质心的横坐标

SCx 、

Cx 和 Ctx 分别为 

SCx t=                                           ⑫ 

3(5 3 3)
= 0.1177

5
C R Rx

−
= −  
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Ct Qx x=                   ⑬ 

故 

                       SS S( )Ct C Cmx m m x xm + = +欹 欹
                           ⑭ 

解得 

                 
1S

3 3

2

( )( )
= 0.3006 0.9018

C QC Ct

Ct CS Q

x xx x
R R

x x t

mm
m

x
   

−−
= = =

− −

欹欹       ⑮ 

由于 

                   
2S

3 3

2

2
0.9018

3
Rm R   =                                  ⑯ 

故水的体积大于底部半球的容器，即 h R 。因而有 

3 2 3

2S 2 2

2
+ ) 0.9018

3
m R R h R R     = − =（                         ⑰ 

解得 

(23 9 3)
1.23526

6
h R R

−
= =                             ⑱ 

此时整个体系质心的 z 坐标为 

2 2 2 2 2 2 2 2
S 1 2 1 1 2 2 1 1 1

2 2 3 3 2

S 1 2 1 1 1 2 1 1

2 2

3{[ ( )(2 ) (2 4 )]}
=

4{ [3 ( ) 2( )] (3 )}

3(2 4 25
0.271

)
     =

4[3 (29 18 3)
3  

]
26

C Cs

Ct

Q

m z m z R R l R R R h hR R
z

m m l R R R R R

R z

h R

h hR R

h R

 

 

+ − − − + − +
=

+ − + − + −

− +
=

+ +


欹

欹
         ⑲ 

故 1.23526h R= 时欹器正立。 

[（解法二） 

若
1h R 时欹器正立， 

1h R 时，水的质心位置为 

1

1

CS

( )
2 2

22

C ( )
2 2

2

0.3 ,                                               

π( ) 3(2 )

4(3 )π( )

R h

R

S R h

R

x t R

R z zdz R h
z

R hR z dz





− −

−

− −

−

= =

− −
=






= −
−

 −






           ⑫ 

欹器的质量m 和此时欹器中水的质量 Sm 分别为 

               

3 2 3 2 2 2 3 3

1 2 2 1 1 1 2 1 2 1

2 2

1 2 1 2 1 2 1 2 1

2 2 1
[( π π ) ( π π )] π[3 ( ) 2( )]

3 3 3

1
   π( )[3 ( ) 2( )]

3

m R R l R R l l R R R R

R R l R R R R R R

 



= + − + = − + −

= − + + + +

 

               
1

2
( )

2 2
2S

2 π (3 )
π( )

3

R h

R

h R h
R z dzm




− −

−

−
−= =  

整个装置的质心 tC 的位置坐标为 
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2 2

C S CS 1 1 1 2 1
Ct1 2 2 3 3 2

S 1 1 2 1 2 2 1

3 2 3

2 3

[ (3 2 ) ( 3 )]

[3 ( ) 2( )] ( 3 )

3 (24 3 )
     

10[( 3 ) 6(5 3 3) ]

mx m x R l R h h R t
x

m m l R R R R h h R

R R h R h

h R h R

 

 

+ + + −
= =

+ − + − + −

− +
=

− − +

    ⑬ 

欹器身正立时，悬挂点与系统质心的连线为竖直线必有 

              Ct 0.1Qx x h= = − ，                              ⑭ 

解得  

         0.8394h R= − ，  1.2389h R= ， 2.5996h R=               ⑮ 

均不满足 0 h R  。故此时无解。因此欹器竖直时，必有 

                            1h R  

当 1h R 时，与③④式对比（③④式中可视为 1l h R= − ），得水的质心位置为 

  

1

1

1

1

CS

0
2 2 2

2 2
2 1 2 1

0

CS 0
2 2 2

2 1 2 1
0

=0.3 ,

π( ) π 3(2 4 )

4 3 )π( ) π

h R

R

h R

R

x t R

R z zdz R zdz h hR R
z

h RR z dz R dz

 

 

−

−

−

−

=

− + − +
= =

−− +

 

  （
     

 ⑯ 

此时欹器中水的质量 S2m 为 

2

2 1
1 1S π ( )

3

R
R hm  −=  

整个装置的质心位置为

     
2 2

2

C S CS

Ct2

S

2

1 1 1 2 1

2 2 3 3 2

1 1 2 1 2 2 1 1

[ (3 2 ) ( 3 )]

[3 ( ) 2( )] ( 3 )

3(3 25 )
    

10[3 (29 18 3) ]

mx m x
x

m m

R l R R h t

l R R R R R R h

h R R

h R

 

 

+
=

+

+ + −
=

− + − + −

−
=

+ +

                  ⑰ 

  

2 2 2 2 2 2 2 2

S2 1 2 1 1 2 2 1 1 1
2 2 2 3 3 2

S2 1 2 1 1 1 2 1 1

2 2

3{[ ( )(2 ) (2 4 )]}
=

4{ [3 ( ) 2( )] (3 )}

3(2 4 25 )
     

4[3 (29 18 3) ]

C Cs
Ct

mz m z R R l R R R h hR R
z

m m l R R R R R h R

h hR R

h R

 

 

+ − − − + − +
=

+ − + − + −

− +
=

+ +

   ⑱ 

欹器身正立，悬挂点与系统质心的连线为竖直线必有 

Ct2 0.1Qx x h= = −                               

且 

                          Ct2 Q

2 3
=

11
z z h                            
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当 1h R 时， 由⑱式有   

      

2

2 21
1 1 2

2 1

(3 2 )1 (23 9 3)
3 2 = 1.23526

3 ( ) 6

Q

Q

x R l R
h R l R R R

R t x





  + −
= + + − =   −   

    ⑲ 

而由
Ct2 Q

2 3
=

11
z z h 得 

              
0 2.67979 20.059h R h R   −或             

故 1.23526h R= 时欹器正立。 

] 

（4）欹器“满则覆”的临界条件是：系统质心刚好高于悬挂点；或 

 CH CH,  Q Qx x z z= − =                        ⑳ 

 


