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行星物理学（10分）
本题由两个与行星内部相关的独立问题组成。行星表面的曲率效应可以忽略。你可能用到以下公式

(1 + 𝑥)𝜀 ≈ 1 + 𝜀𝑥, 当 |𝑥| ≪ 1. (1)

A部分. 海洋中脊（5.0分）
考虑一个大型水容器，位于具有自由落体加速度 𝑔 的均匀重力场中. 两个相互平行的长方形板竖直插入容器中
并与容器壁无间隙地紧密接触，使得每块板浸入水中部分的长度为 ℎ（图 1）。每块板沿 𝑦-轴方向的宽度为 𝑤，
水密度为 𝜌0。

图 1. 水中的平行板（normal to the page: 垂直于纸面）

将密度为 𝜌oil (𝜌oil < 𝜌0)的油倒入两板之间的空隙中，直到油的最下方达到板的下边缘为止（即两板之间的空隙
中没有水了）。假设两块板和容器壁都足够高，以致油不会溢出它们。可以忽略流体的表面张力和流体间的混合。

A.1 作用在右板上的合力的 𝑥-分量 𝐹𝑥 是多少（大小与方向）？ 0.8pt

图 2显示了海洋中脊的一个横截面。它由层状结构的地幔、地壳和海水组成。地幔是由岩石构成的，在地质时
间尺度内它们可以流动，因此可以当做流体处理。地壳的厚度远小于 𝑥-方向的特征长度，因此其行为可视为能
自由弯曲的薄板。在高精度下，这样的山脊可以建模为二维系统，即沿 𝑦-轴方向没有任何变量发生变化，其中
图 2中的 𝑦-轴垂直于纸面并指向纸里。假设沿 𝑦-轴方向的脊长 𝐿比本题中其他任何长度都大得多。
在脊的中心（O点设为坐标原点），地壳的厚度设为零。随着水平距离 𝑥从中心 O开始增加，地壳变的越来越
厚，并当 𝑥 → ∞时，地壳的厚度趋于常数𝐷。相应地，海底从脊的顶部 O逐渐下降到垂直深度 ℎ（按图 2设定
的坐标系）。可以假设海水的密度 𝜌0 和温度 𝑇0 在空间和时上都是恒定的。对地幔也一样，其密度 𝜌1 和温度 𝑇1
都是恒定的。地壳的温度 𝑇 依赖于位置，但与时间无关。
已知在高精度下，地壳物质随温度 𝑇 线性膨胀。由于假设了海水温度和地幔温度是恒定的，所以使用重新标度
的热膨胀系数是很方便的。这样有 𝑙(𝑇 ) = 𝑙1 [1 − 𝑘𝑙(𝑇1 − 𝑇 ) /(𝑇1 − 𝑇0)]，其中 𝑙是一块地壳物质的长度，𝑙1 是
该地壳物质在温度 𝑇1 时的长度，𝑘𝑙 是重新标度的热膨胀系数，可以假设为常数。
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图 2. 海洋中脊. 注意图中 𝑧-轴朝下（crust: 地壳，mantle: 地幔）

A.2 假设地壳各向同性，求出地壳密度 𝜌与温度 𝑇 的依赖关系。假设 |𝑘𝑙| ≪ 1，把结果写
成近似的形式

𝜌(𝑇 ) ≈ 𝜌1 [1 + 𝑘 𝑇1 − 𝑇
𝑇1 − 𝑇0

] , (2)

其中忽略了 2阶项 𝑘2
𝑙 和更高阶项。由此确定常数 𝑘与 𝑘𝑙 的关系。
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已知 𝑘 > 0。此外可以假设地壳的热导率 𝜅是恒定的。所以远离脊轴（𝑧轴）的地壳的温度线性依赖于深度。

A.3 假设地幔和海水在流体静力学平衡下都表现为不可压缩流体，用 ℎ , 𝜌0 , 𝜌1 和 𝑘表示
出远距离处的地壳厚度 𝐷. 忽略地幔的任何运动。
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A.4 求出作用在地壳右半边（𝑥 > 0）上在水平方向上的合力 𝐹，精确到 𝑘 的主要阶项，
并用 𝜌0 , 𝜌1 , ℎ, 𝐿, 𝑘和 𝑔表达出来。
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假设地壳与地球其他部分热隔绝。由于热传导，地壳的上下两个表面的温度将会越来越接近，直到地壳达到热
平衡。地壳的比热是 𝑐，且可假定为常数。

A.5 通过量纲分析或者量级分析（估算），估计特征时间 𝜏，它是用于刻画在远离脊轴处
地壳上下表面之间的温度差减少程度的特征时间。你可以假设 𝜏 不依赖于地壳两个
表面的初始温度。
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B部分. 分层介质中的地震波（5.0分）
假设在某个行星的表面发生了一次短暂的地震。假设地震波源自位于 𝑧 = 𝑥 = 0处的线源，其中 𝑥是水平坐标
和 𝑧是表面以下的深度（图 3）。假设地震波的线源长度比本问题中的任何其他的长度都长得多。
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作为地震的结果，一个均匀通量的纵波 P波，可以在 𝑧>0的 𝑥-𝑧半平面内向各个方向发射。由于固体中的波动
理论通常很复杂，在本问题中我们忽略了地震发出的所有其他波。这个行星的地壳具有分层结构，因此 P波速
度 𝑣依赖于深度 𝑧，即 𝑣 = 𝑣0(1 + 𝑧/𝑧0)，其中 𝑣0 是 P波在表面处的速度，𝑧0 是已知的正的常数。

图 3. B部分使用的坐标系（earthquake: 地震）

B.1 地震发出的一波束（a single ray）在 𝑥-𝑧 平面内传播，它与 𝑧 轴的初始角度为
0 < 𝜃0 < 𝜋/2。若在行星表面位于横坐标 𝑥1(𝜃0) ≠ 0处能检测到该波束，那么该处的
横坐标是什么？已知波束（the ray）的路径是一段圆弧。以 𝑥1(𝜃0) = 𝐴 cot(𝑏𝜃0)的
形式写出你的答案，其中 𝐴和 𝑏是待定常数。
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如果无法确定 𝐴和 𝑏，在下面问题中你可以将 𝑥1(𝜃0) = 𝐴 cot(𝑏𝜃0)作为已知结果使用。假设在地震中，单位长
度的震源以 P波的形式释放到地壳的总能量为 𝐸. 假设波从下方到达行星表面时被完全吸收。

B.2 求出行星表面所吸收的单位面积的能量密度 𝜀(𝑥)如何依赖于沿表面的距离 𝑥. 画出
𝜀(𝑥)的草图，并标出已知值。
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从现在开始，假设波在到达行星表面时被完全反射。想象一个位于 𝑧 = 𝑥 = 0的设备，它与之前考虑的地震震
源具有相同的几何形状。该设备能够以任意选择的角分布发射 P波。我们让此设备发射一个具有窄角度范围
的信号。特别是使信号与垂直方向的初始角度处于区间 [𝜃0 − 1

2 𝛿𝜃0, 𝜃0 + 1
2 𝛿𝜃0]，其中 0 < 𝜃0 < 𝜋/2, 𝛿𝜃0 ≪ 1和

𝛿𝜃0 ≪ 𝜃0。

B.3 沿着星球表面，距震源的最大距离 𝑥max 为多少时，信号达不到表面？用 𝜃0、𝛿𝜃0 和
上面给出的其他常数写出你的答案。
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