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静电透镜（10分）
考虑一个半径为 𝑅、均匀带电的金属环,总电荷为 𝑞. 环是由空心管做成的，厚度 2𝑎 ≪ 𝑅. 这个厚度在 A、B、C
和 E部分中，可以忽略。环平面为 𝑥𝑦平面，𝑧-轴垂直于环平面，如图 1所示。在 A和 B部分中，你可能需要使
用下面的公式（泰勒展开）

(1 + 𝑥)𝜀 ≈ 1 + 𝜀𝑥 + 1
2𝜀(𝜀 − 1)𝑥2, 当 |𝑥| ≪ 1.

图 1. 半径为 R的带电环

A部分. 圆环轴上的静电势（1.0分）
A.1 计算环的轴线上、离圆环中心距离为 𝑧处（图 1中的 A点）的静电势 Φ(𝑧). 0.3pt

A.2 假设 𝑧 ≪ 𝑅,将静电势 Φ(𝑧)表达式展开至 𝑧的最低非零幂指数. 0.4pt

A.3 一个电子（质量𝑚，电荷 −𝑒)被置于图中 A点 (图 1，𝑧 ≪ 𝑅)。作用于电子上的力是
多少？观察该力的表达式，确定 𝑞的正负使得电子的运动是一个简谐振动。运动中的
电子不影响环上的电荷分布。

0.2pt

A.4 该简谐振动的角频率 𝜔是多少？ 0.1pt

B部分. 圆环平面上的静电势 (1.7分)
在本部分，你要分析圆环平面内 (𝑧 = 0)当 𝑟 ≪ 𝑅 时 (图 1中的 B点）的静电势 Φ(𝑟). 将 Φ(𝑟)表达式展开至 𝑟
的最低的非零幂指数形式 Φ(𝑟) ≈ 𝑞(𝛼 + 𝛽𝑟2).

B.1 求 𝛽的表达式，可能用到上面给出的泰勒展开。 1.5pt

B.2 一个电子被放在 B处（图 1，𝑟 ≪ 𝑅）。作用于电子上的力是多少？观察该力的表达式，
确定电荷 𝑞的正负，使得其运动为简谐振动。运动中的电子不影响环上的电荷分布。

0.2pt
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C部分. 理想静电透镜的焦距：瞬时充电 (2.3分)
有人打算制造一种装置来聚焦电子，也就是静电透镜。考虑以下的结构：圆环垂直 𝑧-轴放置，如图 2所示。我
们有一个电子源，可以产生需要的非相对论电子束。电子的动能是 𝐸 = 𝑚𝑣2/2(𝑣是速度)，离开电子源的时刻可
精确控制。系统通过编程控制，使圆环在大多数时间呈电中性，但当电子离圆环平面的距离小于 𝑑/2 (𝑑 ≪ 𝑅)
时 (图 2中的阴影区域，称为“活动区”(active region))，圆环充电至电量 𝑞. 在 C部分中，我们假设充电和放
电过程是瞬时的而且电场瞬时充满空间。我们也忽略磁场的影响，并假设电子沿 𝑧-方向的速度是恒定的。运动
中的电子不影响环上的电荷分布。

图 2. 静电透镜的模型

C.1 确定透镜焦距 𝑓 . 假设 𝑓 ≫ 𝑑. 用 B.1题的常数 𝛽 和其它已知量表示。假设电子束在
到达“活动区”前平行于 𝑧-轴，且 𝑟 ≪ 𝑅. 应该选择电荷 𝑞的正负使得透镜聚焦。

1.3pt

实际上，电子源放在 𝑧-轴上，距圆环中心的距离 𝑏 > 𝑓 . 考虑电子在到达“活动区”前不再平行于 𝑧-轴，而是从
点源相对于 𝑧-轴以不同的角度 𝛾 发射，角度 𝛾 的范围满足 𝛾 ≪ 1弧度。电子将会聚焦于一点，该点离圆环中心
的距离为 𝑐.

C.2 求 𝑐. 用问题 B.1题的常数 𝛽和其它已知量表示。 0.8pt

C.3 静电透镜满足以下光学薄透镜方程吗？
1
𝑏 + 1

𝑐 = 1
𝑓

通过明确地计算 1/𝑏 + 1/𝑐来回答。

0.2pt

D部分. 环形电容器（3.0分）
上面考虑的模型是理想化的，我们假设圆环是瞬间带电的。实际上，充电并不是瞬时，因为圆环是一个电容器，
有一个有限的电容 𝐶. 在本部分我们将分析这种电容器的特性。你可能需要以下积分：

∫ d𝑥
sin𝑥 = − ln ∣cos𝑥 + 1

sin𝑥 ∣ + const

和
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∫ d𝑥√
1 + 𝑥2 = ln ∣𝑥 + √1 + 𝑥2∣ + const.

D.1 计算圆环的电容 𝐶。考虑圆环有一个有限宽度 2𝑎，但记住 𝑎 ≪ 𝑅. 2.0pt

当电子到达“活动区”时，圆环连接到一个恒压源 𝑉0 上（图 3)。当电子通过“活动区”后，将圆环接地。接触
电阻为 𝑅0，圆环自身的电阻可以忽略。

图 3. 静电透镜充电

D.2 确定环上电荷与时间的关系 𝑞(𝑡),并画出这种依赖关系的示意图。假设 𝑡 = 0对应于
电子在环平面上的时刻。当环上电荷 𝑞(𝑡)绝对值最大时环上电荷 𝑞0 是多少？圆环的
电容为 𝐶 (也就是说，你没有必要用 D.1题中电容 𝐶 的实际表达式)。
注意：图 3所示极性仅供参考。应该根据实际选择正负极性使得透镜聚焦。

1.0pt

E部分. 近真实透镜的焦距：非瞬时充电 (2.0分)
在本部分，我们将考虑这一近真实透镜的行为。我们将再次忽略环的宽度 2𝑎，同时再次假设电子到达“活动区”
前平行于 𝑧-轴运动，然而，环的充电不再是瞬时的。

E.1 求透镜的焦距 𝑓 . 假设 𝑓/𝑣 ≫ 𝑅0𝐶,但是 𝑑/𝑣以及 𝑅0𝐶 有相同的数量级。用 B部分
中的常数 𝛽和其它已知量表示。

1.7pt

E.2 你会发现上问中的 𝑓 与 C部分中求得的相似，只需将 C部分的 𝑞 用 𝑞eff 代替。用题
中给定的量来表达 𝑞eff？

0.3pt


